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Concursul National de Matematica Aplicata “Adolf Haimovici”
Etapa locala - 11 februarie 2012

Clasa a IX-a - profil stiinte ale naturii

1. a) Determinafj cardinalul mulfimii A={x e Z|x—1<7};

b) Determinati numarul a € N pentru care multimea B = {y € ZHy —5| < a} are exact 13 elemente.

2. a) Fie (an )neN. 0 progresie aritmetica cu termeni strict pozitivi. Demonstratj ca:

a,+a,+..+a, =naa,, VvnelN

b) Fie (a,) . oprogresie aritmeticd cu termeni strict pozitivi. Dacé a, +a, +...+ay,, = 2012,/aa,,, .
determinatj ratia progresiei.

3. Fie neN* sinumarul s(n):[x/4n2+1}+[x/4n2+2}+...+[x/4n2+12n+7}+[x/4n2+12n+8}.

(unde [ y] reprezinta partea intreaga a numarului real y )

a) Calculati s(10);

b) Demonstrati ca oricare ar fi ne N' avem s(n)=1234.

(Supliment Gazeta Matematica nr. 12/2012 — enun{ modificat)

4. n fiecare dintre cele patru colturi ale unui teren de fotbal in forma dreptunghiulard de dimensiuni 100m si 50 m
se gaseste cate un om. Undeva pe teren se afld un obiect foarte mare, de care fiecare om trage prin
intermediul unui cablu legat de acel obiect. Se stie ca oamenii trag de sfoara in acelasi timp si cu aceeasi forta.
Actiunea comuna a celor 4 oameni ar putea avea ca efect deplasarea obiectului cu 0,3 m in fiecare minut.

a) Sa se demonstreze ca daca obiectul este pozitionat in centrul terenului el nu se misca deloc.

b) Daca obiectul este pozitionat undeva la 15 m de centru terenului s& se determine pozitia obiectului pe
teren dupa 51 minute.

NOTA

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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1. @) Rezolvatiin R ecuatia: 4 —2* —56=0;
b) Demonstrati ca log, 28 > J8.

2. O planeta acoperita in intregime de apa descrie o rotatie completa in jurul unei stele in 360 zile. Temperatura
100 N 200sinn’

media a apei de pe planeta, exprimata in grade Celsius se poate calcula cu formula T(n) = 3

unde n e {1,2,3,...,359,360} si reprezintd numarul zilei.

a) Sa se precizeze céate zile dintre cele 360 ale rotatjei planeta este inghetata ?

b) Sa se determine temperatura maxima a apei de pe planeta si sa se descrie situatia planetei in acel
moment.

(Supliment Gazeta Matematica nr. 12/2012)

3. a) Demonstrati ci |z —2|2 +|z +2|2 —2|z|2 =8, pentru orice numar complex z.

b) Demonstrati ca (|z —2|2 —|z|2 —4)(|z+2|2 —|z|2 —4) <0, pentru orice numar complex z.

4. Intr-o camera sunt 16 persoane. Fiecare persoana cunoaste exact alte trei persoane din acea camera. Se
presupunea ca daca persoana A il cunoaste pe B, atunci si B il cunoaste pe A.

a) Daca se realizeaza o strangere de mana intre fiecare doua persoane care se cunosc, sa se precizeze céte
strangeri de mana au loc;

b) Sa se studieze in ce context ca putem imparti cele 16 persoane in grupe de cate 4, astfel incat in interiorul
fiecarei grupe, oricare doua persoane sa nu se cunoasca intre ele.

NOTA

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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. 2Y=2 .
1. a) Calculat] I|m1m; b) Calculatj lim («/x2+3x+5+x).
2. a) Demonstrati ca det(A?) :(det(A))Z, pentru orice AeM,(R);
o N e , ) 12
b) Sa se demonstreze c& nu existd nici o matrice X e M, (RR) pentru care X* =C, unde C = i
3. Despre o functie f: IR — R spunem ca este limitata in raport cu functia g : R — R daca exista un numar real
nenul ¢ astfel incat lim (f(x)—ag(x))sé fie finita.
a) Sase arate ca daca o functie f este limitata in raport cu funcfia g atunci si functia g este limitata in
raport cu functia f ;
b) Sa se arate ca daca functia f este limitata in raport cu functia g sifunctia g este limitata in raport cu
functia h atunci si functia f este limitata in raport cu functia h;
(Supliment Gazeta Matematica nr. 12/2012 — enunt modificat)
4. Dragos si Serban joaca urmatorul joc. Aleg o matrice de ordinul doi cu coeficienti numere intregi. Dragos
adauga 1 la toate elementele matricei si apoi ii calculeaza determinantul. La noua matrice, Serban scade 2 din
toate elementele si apoi calculeaza determinantul. Apoi din nou e randul lui Dragos care adauga 3 la toate
elementele si calculeaza determinantul. Apoi revine Serban care scade 4 din toate elementele si calculeaza
determinantul si asa mai departe. Jocul se opreste cand determinatul astfel obtinut este mai mic sau egal cu 0.
57
a) Demonstrati ca daca se porneste de la matricea A= (1 3 ] , jocul nu se termina niciodata;
. . . 3 _ 15 4
b) Dupa cate astfel de mutari se termina jocul dacé se porneste de la matricea A= = g ?
NOTA

e Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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1. Pe mulimea M, (Z) definim operatia ,*" prin A*B=AB+BA, pentru orice ABeM,(Z).

a) Demonstrati ca operatia este comutativa, dar nu este asociativa;

12

b) Demonstrati ca nu exista matricele A,B €M, (Z) pentru care A*B = (3 4j :
2. Pe R consideram legea , ® " definitd prin x®y = xy —2x—2y +6, pentru orice x,y € R.

a) Determinati numerele a,b € R" pentru care functia F: R — R, F(x)=ax+b verifica relatia

Fix®y)=F(x)-F(y), VxyeR;

b) Sase calculeze 1®2®3®...®10.

3. a) Determinati multimea primitivelor functiei f (0,+oo) —-> R, f(x)= L
x(1+x)
b) Determinati multimea primitivelor functiei g : (O,+oo) —->R, g(x) =;8.
x(1+x )
(Supliment Gazeta Matematica nr. 12/2012 — enunt modificat)

4. La marginea unui oras a fost construita o pista pentru curse in lungime de 4 km. lluminarea pistei se realizeaza

cu un far situat pe aceeasi directie cu pista, situat la 1 km inaintea liniei de start. Luminozitatea intr-un punct al

pistei poate fi calculata cu formula

I(x)=—27+180x —138x* +36x° —3x*,

unde x reprezinta distanta in kilometri de la un punct de pe pista la far.

a) Demonstrati cd I'(x) =12(5—x)(3—x)(1-x);

b) Demonstrati ca punctul de start si cel de sosire sunt cele mai luminate de pe pista si sunt la fel iluminate;

c) Demonstrati ca in punctul de pe pista cu iluminarea cea mai slaba, luminozitatea este practic nula.
NOTA

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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